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Vorwort. 


Die vorliegende kleine Schrift iſt zwar zunaͤchſt nur fuͤr die Leſer der 
Ingenieur⸗ und Maſchinenmechanik des Verfaſſers beſtimmt, ſie wird aber 
auch denjenigen Studirenden der Naturlehre und Mechanik uͤberhaupt von 
Nutzen ſein, welche ohne ein umfaͤngliches Vorſtudium der hoͤheren Mathe⸗ 
matik in ein tieferes Studium der genannten Wiſſenſchaften einzugehen 
wuͤnſchen. Es enthält dieſelbe eine gedraͤngte und moͤglichſt faßliche Dar- 
ſtellung der Differenzial- und Integralrechnung oder des ſogenannten Infi⸗ 
niteſimalcalculs. Der Verfaſſer gehoͤrt nicht zu Denjenigen, welche dem 
bekannten Ausſpruche Euklid's: »Zur Geometrie giebt es keinen beſonderen 
Meg für Könige,« unbedingt anhängen; er iſt wenigſtens der Meinung, daß 
es mehr als einen Weg giebt, welcher in das Gebiet der Geometrie und 
Mathematik überhaupt führt. Welchen Nugen würde biefe Wiffenfchaft 
ſchon geftiftet Haben, wenn man allgemein und immer bemüht getvefen waͤre, 
neben einem wiſſenſchaftlichen (eſoteriſchen) Wege noch einen populaͤren oder 
akroamatiſchen Weg in das Gebiet der Mathematik aufzufuͤhren! Gewiß 
wuͤrde man dadurch nicht allein der Naturlehre und Technik, ſondern auch 
der allgemeinen Bildung uͤberhaupt einen großen Vorſchub geleiſtet, der 
Mathematik als Wiſſenſchaft aber keineswegs Nachtheile zugefuͤgt, ſondern 
vielmehr manchen tuͤchtigen Juͤnger zugeführt haben! In anderen Wiffen- 
fhaften ift man darin der Mathematik vorausgegangen, und wer wird es 
teugnen, daß durch die populären Schriften über Naturwiſſenſchaften nicht 
ſchon fehe viel Nugen geftiftet worden ſei? Allerdings bietet eine populäre 


Darftellung der Mathematik, wenn darunter nicht eine bloße Zuſammen⸗ 


ftellung von Regeln und Formeln ohne Entwidelungen und Beweiſe ver- 
ftanden wird, manche Schwierigkeiten dar, allein der Erfolg, den man da— 
von erlangt, ift auch defto belohnender. Die für die Anwendung der Ma- 
themati fo fehr nöthige Umficht, Sicherheit und Fertigkeit laͤßt ſich durch 
eine bloße Zufammenftellung von Formeln und Negeln gewiß nie erlangen, 
wohl aber ift dies möglich durch das Studium einer mehr das‘ Einzelne 
als das Allgemeine ins Auge faffenden populären Schrift. Diefe Anfichten 
find das Nefultat vielfeitiger und vieljähriger Erfahrungen, zu welchen der 
Berfaffer durch Unterrichtsertheilung und durch den Verkehr mit der Praris 
gelangt ift. 
Freiberg, den 1. Juni 1849, 


Julius Weisbach. 
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Hiülfslehren aus der Analvfis. 


Art. 1. Die Abhängigkeit einer Größe y von einer anderen Größe © 
wird durch eine mathematifche Formel, z.B. y = 322, oder y = ax” 
u. f. tw. angegeben. Man fchreibt allgemein y = f(x) oder z—= p (y) 
u. f. w. und nennt y einegunftion von @, fo wie z eine Funktion 
von y. Die Zeichen f, p u. f. w. deuten nur allgemein an, daß y von 
%, oder z von y abhänge; fie laffen die Abhängigkeit diefer Größen von 
einander ganz unbeftimmt, fehreiben alfo die algebraifche Operation, durch 
welche y aus X, oder z aus % hervorgeht, nicht vor. 

Eine Funktion y = f (&) ift eine unbeftimmte Gleichung; es giebt 
unendlich viele Werthe von © und y, welche berfelben entfprechen, giebt 
man jedoch die eine (@), fo ift die andere (y) durch die Funktion beftimmt, 
und verändert man die eine, fo erleidet die andere ebenfalls eine Veraͤnde⸗ 
rung. Man nennt deshalb die unbeflimmten Größen w undy Variable 
oder veränderliche Größen, dagegen die gegebenen oder ald gegeben 
anzufehenden Größen, die alfo die Operation vorfchreiben, durch welche % 
aus © hervorgeht, Conftanten oder beftändige Größen. Von den 
veränderlichen Größen heißt diejenige, welche willkürlich anzunehmen: ift, 
die Urvariable, und dagegen diejenige, welche als Funktion der legteren 
durch eine beftimmte Operation aus dieſer beftimmt wird, die Abhaͤngig⸗ 
variable. In y= ax” find a und m die Conſtanten und es ift © 
die Ur=, dagegen y die Abhängigvariable. 

Die Abhängigkeit einer Größe z von zwei anderen x und y wird durch 
das Zeihen z —= f(@,Y) ausgedrüdt. Es ift in diefem Falle z Funktion 
von x und %y zugleich, und man hat es daher hier mit zwei Urvariablen 
zu thun. 


Urt. 2. Jede durch eine Funktion oder Formel y = f(x) ausgedrüdte 
Abhängigkeit einer Größe y von einer anderen Größe x läßt fih durch 
1 





un a — 
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eine ebene Curve oder krumme Linie APQ, Fig. 1. und Fig. 2., darftellen; 
den verfchiedenen Werthen der Urvariablen @ entfprechen die Abfeiffen 
AM, AN u. f. w., und den verfchiedenen Werthen der Abhängigvariablen 


Big. 1. Big. 2. 





y die Ordinaten MP, NO u f. w. der Curve. Die Coordinaten 
(Abfeiffen und Ordinaten) der Curve ftellen alfo die beiden Variablen der 
Funktion vor. Die graphifche oder bildliche Darftellung einer Funktion 
oder die Zurüdführung derfelben auf eine Curve, vereinigt mehrere Vor: 
theile in fih. Sie liefert uns erftens einen Ueberbli von dem Zufam: 
menbange zwifchen zwei veränderlichen Größen, fie erfegt ung zweitens 
die Stelle einer Tabelle, oder eines Inbegriffes von je zwei zufammenge: 
hörigen Werthen einer Funktion, fie verfchafft ung drittens die Kenntniß 
von den mannichfaltigften Eigenfchaften und Beziehungen der Funktionen. 
Der mit dem Halbmeffer CA=CUB=1r befchriebene Kreis AD B, $ig.3., 

Fig. 3 welcher der Funktion y—= Y2ra— a? 
entfpricht, gewährt ung 3. B. nicht allein 
eine MWeberficht über die verfchiedenen 
Merthe, welche diefe Funktion annehmen 
kann, fondern macht und auch mit andes 
ven Eigenthümlichkeiten dieſer Funktion 
bekannt, da die Eigenfchaften des Kreifes 
auch ihre Bedeutung in der Funktion ha⸗ 
ben, tie wir befonders im Folgenden ſe— 
ben werden. 

Art. 3. Die Naturgefege laffen ſich in der Negel durch Funktionen zwi: 
ſchen zwei oder mehreren Größen ausdrüden und find deshalb auch meift 
einer geaphifchen Darftellung fähig. Beim freien Fallen der Körper im 
tuftleeren Raume hat man z. B. für die Fallgeſchwindigkeit y, welche der 
Fallhoͤhe x entfpricht, y = v29%; diefe Formel ſtimmt aber auch mit 
der Gleichung y = Ypx der Parabel überein, wenn man den Para- 
meter (p) der letzteren gleichfeßt der doppelten Befchleunigung (29) der 
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Schwere, daher laͤßt fi) auch das Fallgefeg durch eine Parabel APQ» 
dig. 4., mit dem Parameter p = 2g graphifch darftellen. Die Abfeiffen 
AM, AN... diefer Curve find natürlich die 
Fallraͤume, und die entfprechenden Ordinaten 
MP, NQ.. die zugehörigen Geſchwindig— 
feiten. 

Iſt a ein gemwiffes Luftvolumen unter der 
Preffung von 1 Atmofphäre, fo hat man dem 
Mariotte’fchen Gefege zu Folge das Vo— 
lumen berfelben Luftmenge unter der Preffung 


Big. 4. 








von © Atmofphären: y = — 


Für à Siſt ¶Sa, für æ S2. —für — .-4, 
a a 
»&%=10 » year » 2==100, y m 9, Yız=0: 


man fieht alfo, daß das Volumen immer Eleiner und Eleiner wird, je groͤ— 
Ber die Spannung ift, und daß, wenn das Mariotte’fche Geſetz bei 
allen Spannungen richtig bliebe, einer unendlich großen Spannung x ein 
unendlich Eleines Volumen y entfpräche. 

gerne © = Y, giebt y= 2a, = Y, giebt y—= 4a, 

=> yzldlaz=l, » yYmoa, 
je Eleiner hiernad die Spannung wird, je größer fällt auch das Volumen 
aus, und wenn die Spannung unendlich Elein ift, fo ſtellt fich das Volu— 
men unendlich groß heraus. 

Die Curve, welche diefem Gefege entfpricht, iſt in Fig. 5. abgebildet ; 
AM, AN... find die Spannungen oder Abfeiffen, MP, NQ.. die ent: 

Big. 5. fprechenden Volumen oder Ordina⸗ 
ten. Man fieht, diefe Curve nähert 
ſich allmälig den Aren AX und AYF 
der Coordinaten, ohne fie je zu er: 
reichen. 

Die Abhängigkeit der Expan— 
fiofraft y des gefättigten Waffer- 
dampfes von der Temperatur © läßt 
ſich wenigſtens innerhalb gewiffer 
Grenzen durch die Formel 


ya (SF )"Amopppären 





— 

















= ausdrüden, und es iſt erfahrungs- 
mäßig, wenigftens innerhalb gewiffer Grenzen, a — 75, b — 175 und 
4x 
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75 e 
m —6. Wenn wir hiernah y = — 75 =. fegen, und eine unbe 


ſchraͤnkte Richtigkeit dieſer Formel annehmen, fo erhalten wir: 


€ 1T5\8 4 
für. — 1089, y— m) * 1 Atmofphäre, 
1 6 
m — 50°, y= (= — 0,133 » 
7 6 
»a= 0% y=(5) =0006 > 
0 .\6 
»'‘ x — —750, y= (m; — 0,000 » 
6 
ferner für z = 120%, y= (7) —= 1914 » 
92 6 
60— — — 
6 
»2= 200%, y = = — 15,058...» 
Sig. 6. Die entfprechende Curve führt PO, 





Figur 6., vor Augen, man fieht 
diefelbe geht in einem Abftande AO 
— — 75 vom Anfangspunfte A der 
Coordinaten durch die Abfeiffenare, 
und in einem Abftande AS = 0,006 
von eben diefem Punkte durch die Or: 
dinatenaren; ferner einer Abfeiffe AM 
< 100 entfpricht eine Ordinate MP 
unter 1 und einer Abfeiffe AN 100 
gehört die Ordinate NO >1 zu; 
auch ift wahrzunehmen, daß nicht nur 
y mit © in’s Unendliche waͤchſt, fon 
dern auch, daß die Curve immer ſtei⸗ 
fee und ſteiler anfteigt, je größer & 
‘ wird. 

Art. 4. Wenn man die Urvariabte einer Funktion oder Abfeiffe AN=xz, 
Fig. 7. und 8. auf folg. ©., der entfprechenden Curve um eine unendlic, 
kleine, Eünftig durch da zu bezeichnende Größe MN wachſen läßt, fo 
geht die entfprechende Abhängigvariable oder Ordinate MP= y in NQ 
— y, Über, und wird um den durch dy zu bezeichnenden unendlich Elei- 
nen Werth RQ = NQ — MP größer. Beide Wachsthuͤmer da und 
dy von = und y nennt man Differenziale oder Elemente der 
Veränderlichen oder Coordinaten @ und y, und es ift num unfere Haupt: 











e 
—— — 
= A 


L 
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aufgabe, für die am bäufigften vorkommenden Funktionen die Differenziale, 
oder vielmehr die Verhältniffe zwifchen den zufammengehörigen Elementen 


Fig 7. Fig. 8. 














ihrer Variablen © und y zu finden. Setzt man in der Funktion 

y=[(x), two @ die Abfeiffe AM und y die Drbinate MP vorfteltt, 
fat, e + de = AM + MN=AN, fo erhält man 
fat, y+dy=MP+-RQ=NRQ, alſo 

y+dy=f(@+ da), 

und zieht man hiervon den erften Werth von y ab, fo bleibt das Element 

oder Differenzial der Variablen y, d.i. dy—= df(@)=f(® + dx) — f(x) 

übrig. 

Dies ift die allgemeinfte Regel zur Beftimmung des Differenziales 
einer Funktion, aus welcher fich durch Anwendung auf verfchiedene Funktio— 
nen wieder andere mehr oder weniger allgemeine Negeln ableiten laffen. 

Sft 3. 8. y = 22, fo hat man 

dy = (© + da)? — 0, oder, da 
(© + da)? = 02 + 2xda + da? zu fegen iſt, 
dy=2xdao + de = (2a + da) de; 
und einfacher, da dx als unendlich Eleine Größe gegen 2% verfchwindet, 
oder 2x durch Hinzutritt von da nicht angebbar verändert wird und 
deshalb unbeachtet gelaffen werden kann, 
dy= dad) =2nda: 
Es entfpriht y= x? dem Inhalte eines Quadrates ABCD, $ig. 9., 
Fig. 9. deffen Seite AB= AD = ift, und es läßt 
ſich auch aus der Figur entnehmen, daß durch Zus 
nahme der Seite um BU=DN = dx, das 
Quadrat um zwei Rechtede BO und DP=2xdıx 
und um ein Quadrat OP = (da)? waͤchſt, daß 
alfo bei einem unendlich Eleinen Wachsthum d& 
von ©, dag Quadrat y = @* um dus Element 
2xdx zunimmt. 
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Kr. 5. Die gerade Linie PQ, Fig. 10.und 11., welche durch zwei un: 
endlich nabe liegende Punkte Pund Q einer Curve geht, heißt Tangente 
Fig. 10. Fig. 11. 








oder Beruͤhrungslinie diefer Curve und giebt die Richtung derfelben 
zwifchen diefen Punkten an. Man giebt die Richtung der Tangente durch) 
den Winter PTM 6 an, unter welchem die Abfeiffenare AX von 
diefer Linie gefchnitten wird. Bei einer concaven Curve wie APQ, 
dig. 10., liegt die Tangente außerhalb der Curve und Abfeiffenare, bei ei: 
ner converen Curve APQ, Fig. 11., hingegen befindet fie fich zwiſchen 
der Curve und Abfeiffenare. 

In dem unendlich Eleinen vechtwinfeligen Dreiede POR, Fig. 10. und 
11., mit den Katheten PR= dx und RQ= dy ift der Winkel Q PR 
gleih dem Zangentenwinfel PTM—= «, und da 


tang. QPR= Sr ift, 
fo hat man auch 
tang. a = dy 
de 


es giebt alfo das Verhaͤltniß oder der Quotient der beiden Ele— 
mente dy und dx die trigonometrifche Tangente des Tan— 
gentenmwinfelsan. 
3. B. für die Parabel, deren Gleichung y? — Be ift, hat man, a 
man Ppr—z fegt, d—=(y+dyP— yP—y?+2ydy+ dy— 
= 2ydy+ dı, oder da dy? gegen 2ydy oder, was auf eins n 
auskommt, dy gegen 2 verſchwindet, 
dz = 2ydy, und ebenfo 
dz=p(c+da) - px —=pdx. 
Es ift hiernach 2ydy = pdx, und daher für den Tangentenwinfel 
der Parabel: 


I ee re A. 
IE a ea er 





7 
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Inder Regel nennt man das beftimmte Stud PT der Berührung: 
finie zwifchen dem Berührungspuntte P und dem Durchfchnittspunfte 7 
mit der Abfeiffenare, Tangente, und die Projection TM deffelben in 
der Abfeiffenare, Subtangente, und hat daher 

subtang. TM = PM cotang. PTM 


ZEN COLONIEE — | ar 
Ne a y’ 
3: B. bei der Parabel subtang. = y. = — 2x €&s ift alfo bier 


die Subtangente der doppelten Abfeiffe gleich, und hiernach die Lage ber 
Tangente für jeden Punkt P der Parabel leicht anzugeben. 


Art. 6. Für eine Funktion / — a + mf(x) hat man 
Ay [am f(©-+dx)] — [a + m f(@)] 
=a—-atmf(kc + — — mf(&) 
—= m[f(ce+de) — f(&)]; 
d.i. . dla+mf(e)] = mdf (a), 

z. B. d45 4309) =I3[lc Hd? — 2) =3.20da = 6rda. 
Es ift ebenfo dA — Ad) = —Ydd)— — Ya + da)’ — x] 
— 1,08 +3 ad + 3cdar+de®— 0) = — 30 da——Yardır. 
Mir können hiernach folgende wichtige Negel aufftellen: Die con: 

ffeanten Glieder (a, 5) einer Funktion verfhmwinden beim 

Differenziiren, und die conflanten Faktoren (m,3) bleiben: 

bierbei unverändert. 

Die Nichtigkeit diefer Negel läßt fich auch graphiſch darthun. Kür die 
Curve APQ, Fig. 12., deren Goordinaten ein Mal AM = x und 
MP=y= f(x). und ein anderes Mal AM, =x und M P=a+ty 
— a+f(e) find, it PR= da und RQ = dy = df(@) und auch 
—=d(a+y) = d[a+f(®)]; und für die Gurven AP,Q, und APQ, 
Fig. 13., deren zufammengehörige Drbinaten MP, und MP, fo wie 

Fig. 12. gig. 18. 

















NQ, und NO ein gewiffes Verhältniß zu einander haben, ift auch das 
Verhaͤltniß zwifchen den Differenzialien Q, RR = NQ, — MP, und 
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OR — NQ— MPeftändig daffelbe, ift alfoMP, = mMP= mf(a), 
fo bat man au R,Q, = mRQ,d.i. d{mf(x)) = mdf (a). 
Iıy=fla) + P(@), fo hat man 
dy=f(e+de) + g9(@+da) — fin) — P(®) 
— f(@+da) — fa) + P(o+da) — Pla), 
2.i. U. df@) + PyW) = df@) + dp). 

Es ift alfo das Differenzial von der Summe aus mehre- 
ren Kunftionen gleich der Summe von den Differenzialien 
der einzelnen Sunftionen. 

3.3. dex +38 od) = Ida +6 ade — Y,arda 

Fig. 14. =(2 +62 — %0°) da. 

Die Nichtigkeit diefer Megel ift auch aus der 
Betrachtung einer Curve APQ, Fig. 14., abzulei- 
tm. StMP=f@) und 60) fo 
hat man MP =y=f(k) +9 (@, und 
dy=RQ, = RS+SQ = RQ+ SQ, 
— df(x) + dp(&), da PS parallel zu PO 
gelegt werden und deshalb AS —= RQ und 
QS= PP, gefest werden Eann. 


Art. 7. Die Funktion y = x” ift die wichtigfte der ganzen Analyſis, 
weil man faſt bei allen Unterſuchungen auf dieſelbe ſtoͤßt. Wenn man 
dem Erponenten n alle möglichen Werthe, poſitive und negative, ganze und 
gebrochene u.f. w. beilegt, fo Liefert fie auch die verfchiedenartigften Curven, 
wie duch Fig. 15. a. f. ©. veranſchaulicht wird. Es ift hier A der Null: 
oder Anfangspunft der Goordinaten, XX die Abfeiffen- und YY die 
Drdinaten: Are. Setmnny=at,zx—=1,fo erhält man auch 
y = 1, macht man daher bie Goordinaten AM und MP= 1, oder cons 
ftruirt man aus AM —= AN = 1 ein Quadrat, fo erhält man in dem 
Eck P deffelben den Punkt, durch welchen die Curve ftets gehen muß, wels 
ches auch der Erponent n fein möge. Nimmt man n — 1, fest man 
alfo y = ©, fo befommt man die von beiden Axen X X und FF gleich— 
viel abweichende Gerade (1 A1); nimmt man n > 1, fo erhält man con= 
vere Gurven, fegt man dagegen n < 1, fo ergeben fich concave Eurven; 
jene laufen anfangs unter und von P aus über der geraden Linie (1 A1) 
hin, bei diefen ift dag Umgekehrte der Fall. Fuͤr n—0 iſt yaxrt=1, 


und uam ost 59 = a”, alfo umgeht = 0 — 1; 
der erften diefer beiden Gleichungen entfpricht die Gerade (0 PO) und der 
zweiten die Gerade (oPo). Man fieht, die Curven, melde pofitiven 
Merthen von n entfprechen, ziehen fich anfangs unter, und von P aus 
über der Geraden (0. PO) hin, die Curven, welche aus negativen Werthen 
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von reſultiren, laufen hingegen erſt über, und jenfeits P unter (0.?0) 
bin. Fuͤr jene Eurven ift fr = 0 aud y—= 0 und für æ = w 


Fig. 15. 





auh y= @, für diefe hingegen fr ce — 0, y=w und für = @ 

y=0. Waͤhrend fid jene immer mehr und mehr von den Coordinaten⸗ 

aren XX und FF entfernen, je weiter man fie verfolgt, nähern fich diefe 

einerfeit8 immer mehr und mehr der Are XX um andererfeit8 der Are 

VV, ohne ſie jedoch wirklich zu erreichen. 
J 8 


— Ya /P ? — i 
Die Funktionen — , 2°, © Vi 


geben für jedes © einen pofttiven und einen gleich großen negativen, für 


Halfslehren aus der Analyſis. 
im messe r aber einen imaginären Werth; deshalb finden fich auch 
— Senden Curven nur im erften und zweiten der von den Iren 
Y Kun FF begrenzten Quadranten. Die Funktionen 


—ı Y 5% : 
H=a5 x”, ”* u de, 


1 — — 
y=7z: V® V u. ſ. w. 
arben für jedes negative u auch ein negatives y, weshalb die entſprechen⸗ 


den Eurven außer dem erſten Quadranten XAFY nod) den dritten xAY 


einnehmen. Die Junftionen 


>> * 
Me a 


1 — 
— — Vr u. ſ. w. 
erhalten ſelbſt bei negativem x pofitive y, und deshalb bleiben die zugehoͤ⸗ 


rigen Curven ſtets uͤber der Abſciſſenaxe XX oder im erſten und vierten 
Quadranten. 


Art. 8. Wenn wir in der Funktion y = ©" , x um da wachfen 
laffen, fo erhalten wir den Werth yy = (x + dx)”, und daher das 
Differenzial oder Element dy=y —y=@H+ da)” — a". 

Der binomifchen Reihe 
(a+2)" = a" + na"! + a ee aan 


n n—1) (n—?2) n—3 


ee — 3 
+ 53 a et .n 


— 


zufolge iſt aber 


rn" dar 2 daRr+.. 
daher erhalten wir denn i " 
dy= da) =n «" "dx era +. 


# n—ı n(n—1) n—2 = 
— (na Tears da +..)de; 


oder da — — do —+.. wegen der unendlichen Kleinheit von 
dx gegen na" verfchwindet, d(x") = na" de. 
3.8. die) = 5arda, d(V) = da) = px” de, 
d (>) Ale = — 80° ’ da; ferner 
= 
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— — — d(2r2— x? 
dVera—®=dyu= d(u”) = AR, Ne 
Ws 
2rde — 2xde _ (r—x)ds 





ae — = ———, 
Yu v2 NE 
Aus der wichtigen Formel d (x") = n a dx folgt nun auch die 


Formel für den Tangentenmwinkel der entfprechenden und in Fig. 16. abge: 
Fig. 16. 











R » e . d 
bildeten Curven; es ift namlid fang. « — — —=na" 1. 


Hiernach hat man 3. B. für die fogenannte Neil'ſche Parabel, deren 
2/23 
Gleichung y = Re ift, 
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— N ; 
Xrt. 9. Wenn man in dem Elementeverhältniß — oder in der Formel 


für die Tangente des Tangentenwinkels für nach und nach verſchiedene 
Merthe feßt, fo erhält man durch biefelbe die verfchiedenen Lagen der Be: 
rührungslinie. Nimmt man © — 0, fo erhält man die Tangente des 
Tangentenwinkels im Anfangspuntt, nimmt man x — @, fo erhält man 
diefelbe für einen unendlich entfernten Punkt der Curve. Am twichtigften find 
die Punkte, wo bie Zangente einer Curve mit der einen oder der anderen 
Coordinatenare parallel läuft, weil hier in der Regel die eine oder die andere 
der Koordinaten © und y ihren größten oder Eleinften Werth hat, 
oder, wie man fagt, ein Marimum oder Minimum ift. Kür den Paralles 
lismus mit der Abfeiffenare hat man & = 0, alfo aud) lang. = 0, und 
für den mit der Ordinatenaxe & — 90°, alfo tang.« = ©; und hiernad) 
folgt die Regel: man findet diejenigen Werthe der Abſciſſe 
oder Urvariablen m, welhen die Marimal: oder Minimal: 
werthe der Ordinate oder Abhängigvariablen y entfpres 


hen, wenn man das Differenzialverhältniß Um, oder 


= © feßt, und die erhaltenen Gleichungen in Hinfiht auf x 
auflöft. 

3.8. für die Gleihung y — 62 — %0° + 3, welcher der Curve 
APOR in $ig. 17. entfpricht, ift 


U =6 90438 = 30-3042) = 3(1-a) (?— x), 
und e8 folgt durch Nullfegen von en 1—- ze =! m? 7 =(, 


dx 
Big. 17. — 








d. i. & — 1 und ꝓ — 2. Dieſe Werthe in die Formel 
— 
geſetzt, ergiebt ſich der Maximalwerth von y MP=6 — 5 
und der Minimalwerth NO = 12 — 18 +8 = 2. % 
Ferner für die Curve OPQ, Fig. 18., deren Gleihung y=a+ (0— b) ” 
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dy' — 
iſt, hat man — — % (© —b) l. = — — und um nun den 
. 3ye—b 
ae 3 d 
Minimalmertb MP von y zu finden, fest man Er =o, 


2 


—— 
36 
ſprechende Minimalwerth iſt y = a; nimmt man dagegen © = 0, fo er: 
hätt man y—= a + /b%, und nimmt man © — 2b, fo flellt ſich eben- 
falls y—= a+ YB%, alfo in beiden Fällen ein größerer Werth von y 
heraus. 
Art. 10. Somie bei einer vom Anfangspunkte A aus auffteigenden Curve 
y mit waͤchſt, und deshalb dy poſitiv iſt, bei einer niederfteigenden 
hingegen y abnimmt, wenn = größer wird, und deshalb dy negativ aus- 
faͤllt, und endlich an der Stelle, wo die Curve mit der Coordinatenare AX 
parallel läuft, dy Null ift, ebenfo find die gleichen Abfeiffen = Elementen 
de = MN=NO=PS=0T... entfprehenden Ordinaten⸗ 
Eiemente SO —= PS tang.QPS, d.i. dy= dx .tang.«,, 

TR = QT tang.RQT, d.i. dy—= dx. tang.o, u. f. w. 
und alfo auch die Tangentenwinkel @,, &, u. f. w. bei einer converen Curve 
APR, $ig. 19. im Wachfen und bei einer concaven Curve APR, Fig. 20., 

Fig. 19. Fig. 20. Fig. 21. 


— 3ya—b=0, diac—=b. Der nt 














im Abnehmen begriffen, es ift folglich im erften Falle 
Dec 
d(tang.«) = d (27) pofitiv, 


und im zweiten d (tang.«) = d (2) negativ, und man hat endlid) 


auch für den Wendepunkt Q, Fig. 21., d. i. für die Stelle Q ber 
Curve, wo Converität in Concavität übergeht, oder das Umgekehrte flattfin- 
det, au) QS = ART, und daher 
d x) 
“el —ı= l. 
ditang.e) = d\7, Nut 


= 
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Es gilt alfo die Regel: ift das Differenzial der Tangente des 
Zangentenwinfels pofitiv, fo befißt die Curve Convexi— 
tät, ift es negativ, fo bat diefelbe Concavität, und ift 
es Null, fo hat man es mit einem Wendepunfte der Curve 
zu thun. 

Auch, ift hiernach leicht Folgendes zu ermeffen. Die Stelle, wo die Curve 
parallel mit der Abfeiffenare läuft, für welche alfo ang. & — 0 ift, ent 
fpricht einem Minimo, Marimo oder Wendepunfte der Curve, 
wenn dieſe conver, concav oder feines von beiden, wenn alfo 

d(tang.a) pofitio, oder negativ oder Null ift. 

Dagegen die Stelle, wo eine Curve mit der Drdinatenare parallel läuft, 
alfo kang. — © ift, entfpricht einem Minimo, Marimo oder Wen: 
depunfte der Curve, wenn diefelbe concav, conver oder theils concav, theils 
conver, wenn alfo d (tang. «) vor und nach dieſer Stelle negativ, 

vn » »  pofitiv, oder 
vor diefer Stelle ein anderes Zeichen hat als nach derfelben. 

Ein Curvenftük mit Wendepunft O der erften Art führt Figur 22., 
und ein folches mit einem Wendepunkt der zweiten Art Figur 23. vor 
Augen. Man fieht, die entfprechende Ordinate NO ift weder ein Maris 
mum nod ein Minimum, denn es find in feinem Falle die benachbarten 
Ordinaten MP und OR beide größer oder kleiner als NQ. 
Fig. 24. 








dig. 22. 


Urt. 11. Die der Abfeiffe AO = x, Fig. 24., entfprechende Ordinate 
OP = y läßt ſich aus unendlich vielen ungleihen Elementen dy = FB, 
GC, HD, KE... zufammenfegen, die lauter gleichen Clementen 
de=AF=FL=LM=MN... entſprechen. Wäre daher 
dy=9(x). dx gegeben, fo würde man y durch Summation aller der- 
jenigen Werthe von dy finden, die fich herausftellen wenn man in 
p(x2).da ſtatt ana und nah dx, 2dx,3dx,Adx.. biende = x 
einfest. Diefe Summation deutet man durch dag fogenannte Integral: 
zeihen / an, welches man vor den allgemeinen Ausdruck für die zu 
fummirenden Elemente feßt, ſchreibt alfo ſtatt 
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y= — + p(2d2) M, 
y=/p(a) de. 
Auch nennt man in diefem Falle y das Integral von p(x)dx, fo wie 
p(x) dx das Differenzial von y. 

Zumeilen ann man das Integral [pP (x) dx duch wirkliches Summi- 
ren der Reihe (dx), 9(2dx), p(3dx) u. f. w beflimmen, viel ein- 
facher ift e8 jedoch bei Ausmittelung eines Integrals eine der im Folgenden 
entwidelten Regeln der fogenannten Intregralrechnung in Anwendung 
zu bringen. 

Für dag Differenzial dy = max dx hat man 3. B. das Integral 
y=/Smaede=mde(de +2de +3dc+...+%) 


ð 
— — 2 
= (1+2+3+ + —_) mda?, 
oder, da 1,23... Se eine gewöhnliche arithmetifche Progreffion bildet 
(f. Sngenieur ©. 141.), deren erftes Glied — 1, legtes Glied — F und 
Anzahl der Glieder ebenfalls — — iſt, 
dx 
ash ren 2 
Im2dx = AC En rl en mdar, 
und einfacher, da 1 gegen die unendlich große Zahl 3 verfchtwindet, 


Smede:= (): mdx? = YmaR. 


Art. 12. Aus der Formel d[a + mf(x)]) = mdf(«) folgt durch Um: 
kehrung /mdf(x) = a + mf(a)=a+ m/df(x), 
oder dfx) = ya). dx gefest, 
/mp(e)de=u+m/yp(a)de, 
und hieraus folgt, daß der conftante Faktor m beim Integriren ſowie 
beim Differenzüiren unverändert bleibt, und daß durch bloßes Inte: 
griren ein etwa vorhandenes conftantes Glied a nicht beftimmt 
werden fann; daß alfo das Integriren allein ein noch unbeflimmtes 
Integral liefert. Um das conftante Glied zu finden, müflen zwei zufam- 
mengehörige Werthe von æ und y= /p(x)dx bekannt fein. Ift für 
x —=0,y= k, und hat man y= /Sp(a)dx = a+f(x) gefunden, 
fo muß auch k=a-+-f(e) fein, und es giebt daher die Subtraction 
y—k=f(@)—f(c), alſo in diefem Falle 
y=/Sy@dae=k+f@)—fto); 
und man hat hiernach die Gonftante a = k—f(e). 
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Wenn man z. B. weiß, daß das unbeftimmte Integral 
x 902 ; 
= jede’ Zfür= 1,4 == 3 giet, 


fo hat man die nöthige Konftante a = 3 — Y, —= %, und daher das 
Integral 
54 

2 

Selbſt die Conftantenbeftimmung * das Integral AN unbeflimmt, 
weil noch für = als Urvariable jeder beliebige Werth angenommen werden 
kann; will man aber einen ganz beflimmten Werth k, des Integrales ha: 
ben, der einem beftimmten Werth c, von x entfpricht, fo muß man nod) 
diefen in das gefundene Integral ein», alſo kk =k + fe) — f(e) 
fegen. 


So giebt z.B. y = Jade = 


Meift ift derjenige Werth von x befannt, bei welhem y— 0 ift; in 
diefem Falle hat man alfo k = 0, und e8 führt daher das unbeflimmte 
Sntegeal Spla)de = f(x) auf das beftimmte k, =fla)—flo. 
das alfo gefunden wird, wenn man in den Ausdrud f(x) für das unbe 
ftimmte Integral die beiden gegebenen Grenzwerthe c, und c von @ ein: 
fegt, und die erhaltenen Werthe von einander fubtrahiet. Um dies anz 





y=-/ede=atz — 


ob yet 





5402 
2 ’ 


zudeuten, fchreibt man ſtatt /p(x)dx, ” p(x) dx, wenn alfo 


2 x — 

z. B. Spa)da=7 iſt, ft P(a)dae = Ze = 

Die Umkehrung der Differenzialformel d[f(x) + p(@)] = df(x)+ dp“) 
giebt die Integralformel [df(x) + dp (x)] = fx) + px), oder 
wenn man df(x) = Yla)dx und dp(x) = ſetzt, 

1. [v@dz+x@dao] = Sv(a)do + Sala) da. 

Es ift alfo hiernach das Integral von einer Summe mehre— 

ver Differenzialien gleich der Summe von den Integralen 


der einzelnen Differenzialien. 
B. /(3 +5x) do = SBdx +fIrde = Ic +%rR. 


Art. 13. Die wichtigite Differenzialformel des Artikels 8, 


d(2")= ae dx, 
führt durd) Umkehrung ebenfalls auf die wichtigfte Integralformel. Es 








ift bier In" de —=x", ode n/«" de=x", ode 
n 
Fe das — »„ fest man alſo n— 1 = m, und hiernad) 


— —— — — — — — — 








va da, = fu" 
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n=m + 1, fo erhält man folgendes wichtige Integral: ! 
er m--1 4 
Sa" de = = i 


m+i1' 
das allein in der Anwendung mindefteng eben fo oft vorkommt, als alle 
übrigen zufammen. 

Diefe Form des Integrales weift auch hair bin, daß diefes dem in 
Urt. 7. abgehandelten und in Fig. 15. abgebildeten Curvenſyſteme ent- 
fpeeche. 

Hiernadh if z.B. Brde—=5 Soda = %,xt; ferner 


(a de=fer de = ya" = 4% ver; 


Ve rare Ve 








(4 — ba? —* 52) d —— — + f5atda 


= 4/dc—bfrda+5/rde = Ax—20°+ 8°; ferner, 
wenn man 3c—2=u, alfo 3dx = du, der de = Li einfest, 


3 
4 — 
=" TE =yYyu 


= %.VBR— 2; 
endlich, wenn 20°—1 u, alfo And = du,d.i. nd = = gefest wird: 


fe untl for 
Vea—1 AN/u 73 
— 1, YaR—ı) 


Durch Hinzufügung der Grenzwerthe laffen ſich diefe unbeflimmten 
Integrale fogleich in beflimmte verwandeln, 3. B. 


rd = yya—1) = Y,-(16—1) = 18%, 


1 
9 dx ss = 
een 86 
— 2Vx v 
Sv® 3.de =y VIE - Y=%A—N)=14. 


Wire z. B.(4 br +Hsdde—=T für, fo hätte man 
allgemein: [A—6? +5M) dr = T+42 —20° +0. 








Art. 14. Die binomifche Reihe: 
(n— = 
— =1+t2 47 1) — — 


2 





ar + 
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giebt, wenn man n unendlich groß fest, fo un 1,2,3 u. f. w. gegen n 
verfchmwindet, 


— ———— + 





n3 
3 
ne ng 


& 
Segt man ferner = de, und flittn = — ſo erhaͤlt man 


ar ae ken a + — 


203 oc& 


— hrs in 


nehmen wir endli © — 1, fo erhalten wir 
> 


AH" Ya HAUEN. 
eine Zahl, welche ftets durch den Buchftaben e — —— und die Bafis 
des nathrlihen oder hyperbolifhen Potenzens oder Loga— 
rithmen-Syſtemes genannt wird. 


x 1 
— — Ir 
Da (14 da)” == Fa + 1 | — e”, fo hat man hier: 


nach für die fogenannte Erponentialfunftion e” die Reihe: 
er & 2 8 0% 
Fee 


— 
Setzt mna = A fo ift Ym = Log. nat.a, b. t. der natüt- 
liche oder hyperboliſche Logarithme von a, und daher 


ee 


Setzt man y=a" — e”, fo hat man umgekehrt 
x = Log. y und = — Log. nat. y, daher 
199.,y= m Log. nat. y, fo wie umgekehrt 
1 
Log nat.y oder Log., y = En Log. , Y- 
Die Zahl m heißt der Modul des der Grundzahl a entfprechenden 
Logarithmenfpftemes. Es laͤßt fi alfo mit Hülfe deffelben der natürliche 


Logarithme in jeden kuͤnſtlichen, und umgekehrt ein folcher in den natuͤr— 
lichen verwandeln. Für das Briggifche Logarithmenſyſtem ift die Baſis 
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a 10, daher Ym — Log. nat. 10 = 2,30258... ., und umgekehrt 
1 
= —— —=0,43429... 
der Modul m —= Tog.nat. 10 0,43429 
Es ift alfo Log. y — 0,43429 Log.nai.y, und 
Log.nat.y = 2,30258 Log. y. 
Vergleiche Ingenieur, Seite 136 u. f. w.) 


Urt. 15. Der Lauf der Eurven, welche den Erponentialfunftionen 


y— e” oder y— 10" entfprechen, wird durch Fig. 25. veranfchaulicht. 

Fia. 235 Fuͤr 2—= 0 ift in beiden 
See armi, 
deshalb gehen denn auch beide 
Curven PR und OS ducd) 
denfelben Punkt (O) in ber 
Ordinatenare. Fuͤr —1M, 


zT 





giebt y—= ee 2,718.., 
und y= 10” —= 10, für 
2. == 2, giebt 
— e” —2,718°—=17,389 
und y= 10” =10?=100 
u. ſ. w.; es fleigen alfo auf 
der poſitiven Seite der Ab: 
feiffenare beide Curven, zu: 
mal aber die legtere, ſehr 
ſtark an; dagegen ift für 
a —1: 
lahm 1 
TIER 
— 0,368 und 
een 
ferner fr a = — 2, 
x -2 1 n 
a 
und 10° —10 ? = 0,01; 
endlich für © = — w, ge: 
ben beide Gleichungen 


© 
e —=et 





Es nähern ſich alfo beide Curven auf der negativen Seite der Abfeif- 


2* 

















a 
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fenare diefer Are immer mehr und mehr, und zwar die legtere mehr als 
die erftere; jedoch findet ein wirkliches Zufammentreffen mit diefer Are 
nie Statt. 


Da aus y=e’,o— Log. nat. y und ebenfo 
uy=a’,ı— Log. , y folgt, 


fo geben diefe Curven auch eine Scala der natürlichen und Briggifhen 
Logarithmen ab; es find nämlich die Abfeiffen die Logarithmen der Ordi⸗ 
naten; es ift z.B. AM = Log. nat. MP = Log. MQ u. f. w. 


Art. 16. Das Differenzial der Erponentialfunktion y = a” ergiebt 
fich durch Anwendung der allgemeinften Negel des Differenziirend : 


dy—= arte Ber (1); 
da aber die Erponentialceihe 


— 2% (2) 
a Tr * Ta = — 
de da ey 
— EI 
ne m FR 5 en 
A de dx j 
giebt, und der legte Watba — 1 4 =, gefegt werden kann, fo 


erhält man hiernah dy = a” (i + * 


a da 


m 





1. da’) = — In.a.a” dx, unda=e, fowiem—1 gefebt. 
LS. e"dı. 
Der Tangentenwinkel & der Erponentialeurve iſt folglich beftimmt dur) 
die einfache Formel: 
dy __a”dz — 
ma Ye wi Log. nat. a. 
- Bei der Curve OS, Fig. 25., ift folglih die Subtang.—y ceolg.u—m, 
alfo conftant, und bei der Curve PR ift fie ſtets — 1. 
Durch Umkehrung giebt die erfte der beiden Differenzialformeln : 


T 
— 9 





= 


lang. e = 


oder ftatt ©, y gefeßt, 


y 
m 4a 


a’ 


nun ift aber für za”, y= Log. x, daher hat man: 
! Yy 2 


— 
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dx dx ö 
1.0 (Log., NE te & Dog.nat.a’ fo mie 
en fe dx 
). (Zog.nat x) = 2. 
Mittels diefer vier Negeln find nun leicht folgende Beifpiele durchzu- 


rechnen. 
rettete 


— * —Y% 
— d Ver. d.(a’?) — de. ds 
d en Yr) = en = * — — =, 











oder auh — d (1, Log.nat.x) = Y,d(Log.nat.x) = N. = 





=) = d [Log. (2 + x) — Log. ©) 
— d Log. (2 + x) — d Log. (a?) 
dx da (4+x) dx 
20 © Br ET 





Urt. 17. Wenn man bie Differenzialformeln des vorigen Artikels um: 
kehrt, fo ftößt man, wie folgt, auf andere wichtige Integralformeln. 


© a”dx a” da ® n 
Aus d(a) = — folgt — 





m 
. fa’de — ma” —=a: Log. nat. a, und daher 
1%. [e’de —=e”. 


Ferner aus d 7 WW mi, tig (E— Log. 0; di. 


dx Ä 
u. — = — Log. x — Log. nat. x, und baffelbe giebt auch) 
die Formel d (Log. nal. x) = — 





52 -1 


x 
Hiernach laffen fich leicht folgende Beifpiele berechnen. 
fa lie fe d52—1)=1, e 
dr dx +2) 


Ic—i 
—5 
—— 7242 


Ye) fer sz)e 


= (ads + fiat EI = + 2+2 109. nat. (c—1). 


—= %, Log. nat. (1x +2) 














u re ee Men Ga 


— 
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m-1 
Die erfte Sntegralformel et 
rſte Sntegralformel fx dx — 





unbeſtimmt, denn m—=— 1 geſetzt, folgt 


d: — 
SE — 1: 'de = T + eine Conftante = w + Conftante; 


fegen wir aber a —=1 + u, alfo de = du, fo erhalten wir 





= = =l-utw tn ...) du, und daher 
nm —, = /—-—u+W—- WW +u—..)du 


—= /du— S[udu +/wdu— /[wWdu+.. 
U us R 
o ur u 

es läßt fich alfo auch Zog.nat. 1 + U) =Uu— 2 + — — oder 
— —— — 

III. J 4 — ni +... 
2 3 A 

fegen. 

Mit Hülfe diefer Neihe laffen fich die Logarithmen folcher Zahlen be: 
rechnen, welche wenig von 1 abweichen, hat man aber von größeren Zah: 
fen die Logarithmen zu finden, fo fehlage man folgenden Weg ein. 

Nimmt man u negativ, fo giebt die vorlegte Reihe: 


2 3 4 
ee 


und e8 folgt nun durch die Subtraction beider Neihen: 


Log.nat. (1 +u)— Log.nat. I—u) = 2u+S + u +..), »i. 








— — 
Log.nat. (C rg Guss + ..), oder 
1+u et 

= =, Aare geſetzt, 


ac—1N\3 


n x—1N\? 
IV. Log.nat.o = 2| E44 u) +% >) + EN 
Diefe Reihe ift auch zur Beftimmung der Logarithmen. von folchen 


Zahlen zu gebrauchen, welche bedeutend von 1 abweichen, ba — ſtets 


unter 1 iſt. 


läßt das legte Integral 


— 


” 
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Es ift auch Zog. (c+y)— Log.e=Log. (EN =10g.(1 + 2) 


RO EC) Ban 


— + +% u) TH (Ge BE 5 
und daher 
3 
V. Zog.(c+y) = Log.c +2 er +14 — 4 


Dieſe Formel iſt anzuwenden, um aus einem Logarithmen einen naͤchſt 
groͤßeren zu berechnen. 








2—1 2—1 
3.8. Log.nat.2 = 2 » [>= ERS = * 
=, A: Ya + Ye Nast) 


0,33333 

ER 0,01234 | _. — 

= 0,00082 | 7 2 . 0,34656 —= 0,69312, 
0,00007 
genauer = 0,69314718. 


Log nat.8 —= Log.nat.23 = 3Log.nat.2 ift hiernach = 2,0794415, 
und endlich nach der legten Formel 
Log. nat.10 — Log.nat.(8-+ 2) 


se DE Br — * 


— 2,0794415 + 0,2231436 = 2,3026686. 
Vergl. Artikel 14.). 


Art. 18. Bon praktifcher Wichtigkeit find endlich noch die trigono me— 
trifhen und Kreisfunftionen, weshalb wir deren Differenziale und 
Integrale ebenfalls noch kennen lernen müffen. 


Die Funktion y= sin. x giebt fr =, y=I; 
fuͤr — IE =0185.. y=V% =, 


‚yj- Memen, y=d; 
fuͤr — y-—1 üa=2z, — u. ſ. w., 


trägt man daher a als Abſciſſen AO und y als die entſprechenden Or— 
dinaten OP auf, fo erhält man die fchlangenförmige Curve (APRBC Im), 
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Fig. 26., welche fich nach beiden Seiten von A ins Unendliche fortfeßen 

Lift. Die Funktion y= cos. gebt = (I, y-l, fr — = 
Fig. 26. 





ij 





— Vih, für — vd, irn yz Ih —— N), 

fü.2e=2m, van. ſ. w.; ihr entfpricht daher genau diefelbe Schlangen: 
— 

inie (+ 1 — D. = + 1) wie der Sinusfunftion, nur ift diefelbe 


auf den nk. um 1,570... weiter vor oder hinter der 
Sinuscurve. 

Ganz anders find aber die Curven geftaltet, welche den Funktionen 
y= lang. und y= cotang.x entfprechen. Sest man in y=tang.x, 
x — 0, Ya, Y,z, fo erhält man y=0,1,@©, und daher eine Curve 


(AQE), weldye fich einer durch den Theilpunft (2) der Abfeiffenare AX 
gehenden Parallele zur Dedinatenare AY immer mehr und mehr nähert, 
ohne fie je zu erreichen. Nimmt man ferne x —= . TE aTt,0j0, er: 
hält man y—= — 0,0, 4 ©, und daher eine Curve (Fx.G), die fich 
den Parallelen durch (=) und (47) bis ins Unendliche nähert, oder 
wie man fagt, diefe Parallelen zu Afymptoten hat. 





a 


Hülfslehren aus der Analyfis. 25 


Bei ferneren Annahmen für x wiederholen ſich diefelben Werthe von 77, 
und deshalb wird alfo auch der Junftion y = lang. durd lauter 
Curven wie (FG), welche um — in der Richtung der Abfeiffenare von 
einander abftehen, entfprochen. 

Die Funktion 

: — 
y= eotang.x, giebt für x —0, a 1,0, — ©, 
daher entfpricht derfelben eine Curve (X Q = L), welche von der Zan- 
genteneurve nur der Lage nach verfchieden ift; auch ift leicht einzufehen, 


zn werfci: 





daß noch unendlich viele Gurvenzweige, wie z. B. (M 


diefer Funktion angehören. 


Art. 19. Die Differenziale der trigonometrifchen Linien oder Funktionen 
ergeben fi durch Betrachtung der Figur 27., in welcher 


Big. 27. CA=ZOPr=C9=1, dog. AP=E; PO —=di,, 
ferner 
PM =:sin.e CM =cos.x, AS = lang.a, 
endlich 
00 = NQ—MP = sin.(& + dx) — sin.x 
— 0531-0, 


OP—=—(CN—CN) =—.c0s.(0+dx)—c0S.x 
=—dcos.x, und 
ST= AT— AS = tang. (x + dx) —tang.& 

—= d tang.x ift. 

Da das Bogenelement PO rechtwinkelig auf 
dem Halbmeffer CP fteht, und der Winkel PCA 
zwifchen zwei Linien OP und CA dem Winkel 
POO zwiſchen ihren Perpendikeln PO und OQ 
gleich ift, fo find die Dreiede OPM und QPO 
einander ähnlich, und es ift: 
98: CM — d’sın.o __ cos. & 




















Po Typ» i. — — daher 
l. d Sim. x = cos.x. dx; ebenſo auch 

GP PM — —d cosS sin. 

BO GP" di Be SR 
I. d(cos.x) = — sin. od. 


Man erfiebt hieraus, daß Eleine Fehter im Bogen oder Winkel auf den 
Sinus um fo mehr Einfluß haben, je größer cos. x, je Eleiner alfo der 
Bogen oder Winkel ift, daß dagegen bdiefeiben den Coſinus um fo mehr 
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e e e 5 f 2 BEMIE — 
verändern, je größer sin. ift, je mehr alfo der Bogen fich = nähert, 


und daß endlich das Differenzial des Cofinus das entgegengefegte Zeichen 
von dem des Bogens hat, alfo, wie bekannt, eine Zunahme von © eine 
Abnahme von cos. & liefert, und umgekehrt eine Abnahme von © ein 
Wachſen von cos. x giebt. 

Legt man SR rechtwinkelig auf CT, fo erhält man ein Dreieck SAT, 
welches wegen ber Gleichheit der Winkel ATS und OQN oder OPM dem 
Dreiede C PM ähnlich ift, und weshalb man hat: 








37: ER ang ar d 
SRaoN "TER. 00 
5 SA ...PO 5 68.48 
Nun ift aber auch 05” cp DR — und 
0S= secans. a = daher SA. an und 
608.% COS. & 
d® 
Il. d (tang. x) == (cos. o)%' 


r 
Führt man ſtatt ©, — x, alſo ſtatt de, d (= — 2)=—dz 


ein, fo erhält man 








sc dx : 
d tang. (= — x) — Be. ya 
c08. (= — »)| 
dx 
V vJ«y ⸗— 7- 
l d (cotg.&) (sin, o)8 
Durch Umkehrung geben diefe Formeln für das Differenzial des Bogens: 
de = dm = — g — — (cos. d tang. & 
608.8 sin. & 
= — (sin. x)? d cotang. &, 
oder 
d sin.x d cos. & d tang. © 
vi — (sin. ©)? Vi (cos.x)%  A4+(tang.x) 
Tue d cotang. x 
—  IH(eotang.x)? 


Bezeichnet man nun sin. x duch y, und © durch arc. (sın. = y), fo 
erhält man: 
dy 


vioyp 





Ve d aresen =) und auf gleiche Weife findet man 





VI, d.are. (cos.=y) = — ay = endlich 
— 








. nn — 
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dı 





VIl.. dare. (ang. =y = — ſo wie 
1 
dy 


— 


Art. 20. Die letzten Differenzialformeln geben durch Umkehrung folgende 
Integralformeln 
I.  feos.c do = sing, 





VIII. d arc. (cotang. = Y) = — 








1. fsnade = — cos.x, 
do 
III. — —⸗ BE: 
cos. xꝛ⸗ — 
dx 
IV. — — — 4 
sin. x? a. 
ferner: 
dx 3 
= are. (sin. —=% = — art. (c0s.—= X), 
yi —ı® 
VI. —* = arc. (lang. =%) = — arc. (colang. = %) 
1-+2? & 


und hierzu Laffen ſich leicht noch folgende finden. 
dsin.c __ c0s.x.dıx 














Es ift d (Log. nat.sın.x) = ren cotg... dx, 
folglich 
VII. feotg.e dx = Log.nat. sin. x, ebenfo 
VII. ftang. ode = — Log.nat. cos. ; 
diang.o __ dx 
ferner d (Log nat.tang.x) = Tang.n — cos.aRtang.® 
ex dx _ d(?) 
— sin. cos.0 sin. 20’ \ 
dx 
IX. daher d (Log. nat. tg.1/x) = — und 
dx Bu | 
—— ‚nat. — | 
X. — Log. nat. lanq. - ebenſo 
U =. ( % =) 
xl. er Log. nat. tang. 1 677” 
== Log. nat. cotg. (= — =). 
a = b _ a—+bi+R) 
eat dran 


folgt 1=a(1—a) + bi +). Nimmt man 1 +2 =0, alfor—=—1, 
fo erhält man hiernah 1 = a(1 +1), daher a = 1, und nimmt man 
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I-2=P0, afoa—=1, fo ergiebt fih 1 — 2b, daher b — 1, und 








1 ee, R 
DR ie Fr — endlich aber 
Adæ — 
1 Te Ya re T % 
= 1% Log.nat. (1 + ne — nat. 1 —), 
— 





„== 1%, Log. nat. (2). und ebenfo 


da —— 
er ma 
m a Log. nat es 


Endlich if 


dx 
m = Log.nat. (c + V1-+2) fo wie 
yi 5 e 


— = Log.nat. (c + vVr— 1). 
x 


Art. 21. Um are. (tang. of, z du 


⸗ durch Diviſion in eine Reihe verwandeln und dann Glied fuͤr 





finden, darf man nur 


Glied integriren. Man erhaͤlt ſo 


1 > \ 
13» 1 + — +08 —..., und 


Sa = Ida dotfarde[wda+..., 


+ 
37 


a3 
l. re 


=are.(ang =) — 1 ÜMU. alſo den 
Halbkreis a = Ay Hy — + Y—...), ode 
= are. (tag = ya yA-yYHYyat), 


folgihb = 6 Yu + Ya — Ya +...) = 3,1415926 ... 
Auf gleiche Weife erhält man aus 


1 — 
nr PAY ty... q 


f 2 fdr+ A * 


— 1.3.5407 
II. arc.(in—=a)—= x + { = — 


— 














Zst staat | 








— — A 
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%. D. = = are.(sn.=Y,) = A+VYa-+ Yo + Yıss +), alfe 


1,04167 
3 ) 0,00468 
0,00070 


Ferner ift, wenn man 


since = Ao Az + 422 + A003 + A, +... feßt, 


A —— —= 8,141, 











er =c0s.2%—=4A +24 +34; +HAA 0 +... 

Se) _ _ sinn = 24 + 2.340 +3 14. +... 

— cos. 283.43 +23.4:.A0 +... 
ÜICOSERI EN u SEE 

- Zn me-=234A+.. 


Nun ift aber für x = 0, sin.x = 0, und cos.x — 1, daher folgt 
aus der erften Neihe A, = 0, aus der zweiten A, = c0s.0 = 1, aus 
: 3 1 x 
der dritten A, — 0, aus ber vierten A; = — 37: aus der fünften 
A, =0u f. w. und wenn man diefe Werthe in die fingirte Neihe ein- 

feßt, die Sinusreihe: 
3 DE x 


3 x 
ee as Tostagıt" 


Auf gleiche Weiſe u ſich 
Iv ar = of 
— ne 
2x 1707 


V. mat + He 4... wm 


1 X 
VI. cotanq. = — — — — 2. — — — U. 
(Vergl. Ingenieur, Seite 225.) 


Art. 22. Iſt —(4) 9 (a), d. i. ein Produkt von zwei Funktionen 

der Urvariablen &, fo hat man für dag Differenzial 
dy= f(x +da)9 (x + dx) — f(x) p (x), oder 

fa +dya=fo)+df ga +dD=y m) + dpa) 
fubftituirt, 
dy=[f(&«) + df(@)] [p(x) + dp(@)] — fi) ꝙ (A), alfo, wenn 
man die ee ausführt, und f(x) ꝙ (x) gegen f(x) p (x) hebt, 
dy = yg().df(&) + flx).dp(a) + df(@).dp(@), und endlich, 
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wenn man dfl&). dp(x) als ein Produkt zweier Elemente oder unend- 
lich Eleiner Größen ausfallen läßt, 


1. difo yo) = Pla) df(®) + ia) dpa). 
3.8. d(@?Log.nat.x) = Log.nat.x.d(x?) + a? dLog.nat. x 


—= Log.nat.x.2c da + x. — (2 Log.nat.cx +1) de. 
Ferner - 
da —1) YeFT] = VRrFI.dEx—1) +8x—1) dar +1)” 
— dx 2 —c+1 
— Varr1.3d ———— = de 
2 ale) VRr+i yazı 
Umgekehrt nr - an 














* 
— 
und folglich ꝙ (x) = fa) 
dv(@) — — .df(@) 
] ; dl. 
dp(e) = 7@) i 
U (x) fi) dd (©) — d KORK HIGH 
J. SZ ne 
1) — 
— N ZR—NdR& +2 
3.8. d (>) = ZZ 
_ a@+N22de— —1)da _ +40 +1 d 
= © +2)% @+%% 


Durch Umkehrung der vorlegten Differenzialformel erhält man endlich 
noch folgende unter dem Namen der Neductionsformel befannte In: 
tegralregel: Fa) px) = Spla)dfte) + Sf) dp (a), oder 

m. Sop(z) df(&) = f)p(x) — Sf(x) dp (@). 

3. 8. fLog.nat.o. da = Log.nat.o. x — [®.dLog.nat.x 


—= x Log.nat.x ge: —= & (Log.nat.c—1). 





Se de = me" — fe" .2xde = are” —2/x.e” da 
— Re — :axe— fe’ de) = are — 2(ne" — e”) 
= (20 +2)e". 


Urt. 23. Eine Flaͤche ABC, Fig. 28., welche von einer Curve AB und 
ihren Koordinaten AC und BC begrenzt wird, läßt fi durch unendlich 
viele Ordinaten wie NO u f. w. in lauter freifenförmige Elemente 
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von der conftanten Breite MN = da und der veränderlichen Länge 
MP = ı zerlegen; feßen wir daher diefen Slächenraum ABC = F, fo 
haben toir für fein Element MNOP: dF = Yd% 
und daber für ihn felbft: Rande, 

3. B. für eine Parabel mit dem Parameter p ift y? = Pa, und daher 
für die Fläche derfelben “ 
2 
Befypede vp/a”de = vn = Yaypı = 8%. 
Die Parabelflaͤche ABC ift alfo zwei Drittel von dem fie umfchließenden 
Rechtecke ACBD. 


Fig. 28. 




















Diefe Formel gilt auch für fchiefwwinkelige, unter einem Winkel & zufam: 
menftoßende Coordinaten, 3. B. für die Flaͤche ABC, Fig. 29., wenn nur 
ftatt BO —= y der Normalabftand BN = ysin.« eingefegt wird; man 
bat alfo hier F = sin.a/ydx, 3. B. bei der Parabelfläche, wenn die 
Abfeiffenare AA einen Durchmeffer und die Ordinatenare AY eine Tan— 





gente der Parabel bildet, alfo = p,x = — iſt (ſ. Ingenieur Seite 
sin. & 

243.), F= 47x ysin.a, d.i. Zlähe ABC —?/, Parallelogramm ABCD. 

Fig. 30. Fuͤr eine Flaͤhe BCC,B, = F zwifchen 


den Abfeiffen AC, = c, und AC = e, Fig. 
30., ift nach Artikel 12, F=f, ydı. 


2 
22. y = iR fa «de 
= a? (Log. nat. c, — Log.nat. ce), d. i. 


7 aa 00. nal. (+). 
ce 


2 
Der Gleichung m entfpricht die oben in 











Artikel 3 kennen gelernte Curve PQ, Fig. 31. (f. folgd. Seite), und wenn 
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daher AN = ec, und AM = iſt, fo giebt F = a? Log nat. (=) 


dig. 31. den Slächentaum von MNQP an. 
Nimmt man noch der Einfüchheit 
wegen, a=c= 14, fo hat man 
F = Log. nat. x; es find bier 
nach die Slächenräume (1 MP), 
(1NOQO1)u f. w. die natürlichen 
Logarithmen der Abfeiffen AM, AN 
u. ſ. w. Die Curve felbft ift eine 
fogenannte gleichfeitige Hyperbel, 
und die Geraden AX und AF, wel: 
chen fich die Curve inımer mehr und 
mehr nähert, ohne fie zu erreichen, 
find die Afymptoten derfelben. 
Wegen diefes Zufammenhanges zwifchen den Abfeiffen und den Flächen: 
taumen, werden die natürlichen Logarithmen fehr oft byperbolifche Loga— 
rithmen genannt. 








Art. 24. Man kann auch jedes Integral /ydx = Spa) dx gleich 
dem Inhalte einer Fläche F fegen, und wenn ſich nun die Integration 
durch eine der bekannten Negeln nicht vollziehen läßt, fo kann man es 
menigftens annähernd finden, wenn man durch Anwendung der befannten 
geometrifchen Hülfsmittel den Inhalt des entfprechenden Flächenraumes 
ausmittelt. 

Für eine Fläche ABQON, Fig. 32., die durch die Grundlinie AN = x 

Fig. 22. und Durch die drei gleich weit von einander ab— 
a) ſtehenden Ordinaten AB= %, MP=y, un 


Theil ABQN = F, = (yo + %) z und den feg: 


mentförmigen Theil PPQS, wenn man BPOQ als 
Parabel anfieht, 
FR=%PS.BR = %(MP—MS).AN 


: Yo 
= % (v — Au x, 
daher die ganze Fläche 
H x % q 
F=FR+h= ER +9)+% (n— u x 


x 


= (Co e = (ytilyırty)- 75 





NO = y, beſtimmt iſt, hat man den trapezoidalen 


m — 
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Führt man eine mittlere Ordinate y ein, und fest F=xy, fo erhält 
man hiernach für diefelbe: 
= 





Um nun biernad den Inhalt einer Flaͤche MABN, Fig. 33., zu fin- 
den, welche über einer gegebenen Grund» 
linie MN = & ſteht, und durch eine 
ungerade Anzahl von DOrdinaten Yo, 
Yır Ya Ya - - - Ya beſtimmt ift, durch 
diefe alfo in eine gerade Anzahl von 
gleich breiten Streifen zerlegt wird, bes 
DE darf es nur einer wiederholten Anwen⸗ 
BE dung der letzten Regel. Es iſt die 


Fig. 33. 





| u 5 — 4 
Breite eines Streifen — E und 


hiernach die Fläche 
YtiyıtYy 2% 
er u 
%+4y%+Y 2% 


» zweiten ” Gr NENNE IE He, 
ö 6 


» dritten » = u EZ - rn ww; 


alfo der Inhalt der erſten fechs Streifen oder erften drei Streifenpaare, 


des erften Streifenpaares — 


da bier n = 6 if: 


% 
F=(yw+iyt2ntipt2y tu t%) 3% 


= (yty +4mt+u+Y)+ 2a + yo] re 


und nun leicht zu ermeffen, daß der Inhalt einer in vier Streifenpaare 
zerlegten Fläche 


Felyty ty tn tt mt RtutN] FF 


und daß allgemein für eine Fläche aus n Streifen 


F=[y+y+4yıtYs+:- +41) +2 ty + + Yme)] = 


Auch iſt die mittlere Höhe einer folhen Fläche 
y— Yyty+iyı ty +: +) +2ptYt-- + Ya) 
In 
wobei n ſtets eine gerade Zahl fein muß. 
Diefe unter dem Namen der Simpfon’fchen Regel befannte Formel 
f. Ingenieur ©. 254.) findet ihre Anwendung bei der Beſtimmung eines 
3 





} 
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Integrales ya = 2% p(a)de, vnnmnz=ca—c 
in eine gerade Anzahl n gleicher Theile theilt, die Ordinaten 
x DE 
Y= Pl). ı=YP (o+7), — ( +), 
3% ! 
= (o +22)... si Ver len) 
berechnet, und diefe Werthe in die Formel 
ci ec 
E ydz = f. p (2) dx 
= yrycrsytt tu) +2 tt te 
einfeßt. 








2 da. 5 1 
3. — = giebt, da hier  -—c—=2—1=1und y=gp(a) = 3 
ift, wenn man n = 6, alfo - — — — 1/, nimmt, 
— 1,0000, — — — 0,871, — —%/,=0,7500, 
1 k 1 6 
%= ZEN, Yı= io, = 0,6000, , = — 0,5454 


und Y, = 0,5000 , daher 
Y+Y%—15000, y+Y+Y = 2,0692 und y+Yy— 1,3500, 
und das gefuchte Integral 


F£ ea, 5000-44.2,0692-+2.1,3500). Ya — 


—=0,69315. 





2 
Nach Artikel 17. ift aber J; de = Log. nat..2 — Log. nal. 1 
= 0,693147, 
alfo die Uebereinftimmung die ertünfchte. 


$. 25. Im Folgenden foll noch eine andere Regel mitgetheilt werben, 
welche auch bei einer ungeraden Anzahl n von Streifen angewendet mer= 
den kann. Behandelt man ein fehr gedrüdtes Segment AMB, Fig. 34., 


Fig. 34. 


als ein Parabelfegment, fo hat man 
nach Art. 23. für den Inhalt deſſelben 
F=%,AB.MD, oder, wenn AT und 
BT Zangenten an den Enden A und B 
find, und deshalb CT = 2 CM if, 


Frey 2 Ey des 
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Dreieckes ATB — %, des gleihhohen gleichſchenkligen Dreiedes ASB, 
und alp uh=zAC.CS—=4,AC? . tang. SAC. Der Winkel 
SAC=SBCit=TAC + TAS=TBO— TBS; fest man 
daher die Eleinen Winkel TAS und TBS einander gleich, fo erhält man 
für diefelben 





TAS=TBS = nz — 
sa Trac — Bau BA. — 


wenn man die Tangentenwinkel TAC und TBC — Ö und & bezeichnet. 
Da nun noch AOÜ=BCO=14,AB— 1% Sehne s ift, fo hat man 





Diefe Formel läßt fi) nun auch auf das Flächenftüd MABN, Fig. 35., 
anmenden, deffen Tangentenwinkel TAD —= « und TBE = Pß gegeben 








Fig. 35. find; fest man nämlich noch den Seh: 
as nenwinkel BAD—=ABE=6, fo 
bat man 
TAB=ö6 —= TAD—- BAD—=«—6 
und 
TBE=s=ABE—TBE=6—Bß, 
daher 
ö+2—= a—ß 
und das Segment über AB: 
F= 1,8? tang. 8). 








oder, wegen der Kleinheit von «— 6, 
_tang.a—tang.ßB- 
Fı= = * 

3 Nr e 1 + tang. « tang. ß 
und 6 nicht bedeutend von einander abweichen und deshalb in 
tang.& tang.ß ftatt & und P der Mittelwerth 6 eingeſetzt wird, 

* tang.& —tang.B ' 
E11, — — Y 5? c0s.0? (tang.a—tang.ß), 
und alfo flatt s cos. 6 die Örundlinie MN —x fubftituirt, 


,‚ oder, wenn & 


a 
m 1 (tang. « — tang. ß), 


und daher das ganze Flächenftüd MABN, wenn y, und y, deſſen Drdi- 
naten MA und NB bezeichnen: 


2 
F, = (yo + Yı) . + (fang. « — tang.P) 5: 
3* 
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Stößt an das vorige Flaͤchenſtuͤck noch ein anderes NBCO mit einer 
gleichen Grundlinie NO — ©, den Drdinaten BN und CO = y, und 
Yy und den Zangentenwinteln SB F= ß und SCG =, fo hat man 
fuͤr dafjelbe den Inhalt 


Bü 202 

F.= (y-+ %) z + (tang.ß — tang.y) 15° 

und daher für das Ganze, da fih — lang. B gegen + tang.B hebt, 
2 

F=F+R= (%y+YyırYy)® + (ang. — tang.Y) 


Fuͤr eine Flaͤche aus drei gleichbreiten Streifen iſt ebenfo, wenn a den 
Tangentenwinkel des Anfangs» und d den des Endpunktes bezeichnet, 


00? 
F= (yyot+yıt y+Y%yı) © + (ang. a — lang.) 7. 


e 


Een ö \ a ; 
und allgemein für eine durch die Abfeiffen ran si %, bie 
Drdinaten Yo, Yı> Ya... Yy, und die Tangentenwinkel &g, & ..@, be: 


ſtimmtes Flaͤchenſtuͤck 
— 
—————— 
Ein Integral 


ch c 
J. yda= f, p (a) ds 


— put art + 4) + Yale gu) (2) 


n 
wird hiernach gefunden, wenn man & = c,— ec ſetzt, 


%=YP(o), ı=P (c+ 2), y2 * 9 ( + — — 


3X 
n=9(e + )..y,= Pla) 
fo wie tang. a = = —= U (x), = V (ec) und Lang. a, =% (c,) be 
rechnet, und diefe Werthe in diefe Gleichung einfeßt. 


2 da h 
3.8. für /, — bat man, wenn n—6 angenommen wird, da hier 


Tegel 1=etimy-yg = ih 


1 1 ' 
Hg 1, „= 1+% =, y—=%, y—% Ya Yo 


ausftelt, tan. a=—Y—=— 1 und tang.ß = — Yar = — Y,, und 
daher ift 








— 
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24 
SE Urn Yo ——— 
Ey. Y= 069487 —0,00173 — 0,69314. 
(Vergleiche das Beifpiel des vorigen Artikels.) 


$. 26. Aus der Gleihung y = f(x) zwifchen den Coordinaten 
AM=x u MP=y ($ig. 36.) einer Curve muß fi aud) eine 
Fig. 36. Sleihung zwifhen dem Bogen 
AP==s und der einen oder ber 
anderen der beiden Coordinaten 
ableiten laffen. Laͤßt man d 
um MN=PR= dx wach⸗ 
fen, fo nimmt y um RQ = dy 
und s um das Element PO = ds 
zu, und es ift dem Pythagoraͤi⸗ 
ſchen Lehrfage zu Folge 
PR —=PR+OR,d. i. 
ds = da? + dıR, alfo 
ds vd x? + dy?, und hiernach der Gurvenbogen felbft 
s—=/vVdar + dıy% 
3.8. für die Neil’fche Parabel (f. Fig. 15.), deren Gleihung ay? = x? 
ift, hat man 2Zaydy = 3a2dx, daher 














3a? dz g9xrda? 92dar 
— ET —— — 
BE — und d? = — 
hiernach de = (1 + = dx? und 


a 


9% 4a 9x\% IE 
4a Y%r 44 —— g9aN\3 
fü du=T Yu =m;aylır 22). 


Um die hierzu nöthige Conſtante zu finden, wollen wir s mit x und y 
zugleich anfangen laffen. Wir erhalten dann 
— %,a Y13 + Con., alfo Con. = — %,a und 


80 Iv(i +2) - 1]. 


3. B. für das Stüd AP, deffen Abfeiffe e = a ift, 
s—= a [VA — 1] = 1,736 a. 
Führt man noch den Tangentenwinkel QOPR= PTM= « ($ig. 36.) 
ein, fo hat man auch 
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QOR= PQO.sin.QPR ud PR= PO cos.QPR, d. i. 
dy = ds sin.a 58 — == ds 603.0, 


und alfo außer tang.« = — — Art. 5.) auch 


2 Se dan, 
sin. = 7 und 008.4 —= — ſo wie noch 
— — dıy dx 
— 2 — — — — 
s=/Vi+ttng.e.d- /2 — 


Iſt nun die Gleichung zwiſchen zwei der Größen ©, y, s und @ gege: 
ben, fo kann man hiernach auch Gleichungen zwifchen je zwei anderen 


diefer Größen finden. Iſt z. B. cos.e = — ſo hat man 
8 





est 
de=ds Pe und 
vVver+3 
sds 2sds du Y Y, 
—1 —y, | -=e=)fu "du=u”du 
= Te] Te] Ga 
= vVver+8 + Con., und wenn nun @ und s zugleich Null find, 
= ye+s2-—c. 


$. 27. Eine Gerade winkelrecht zur Tangente PT, Fig. 37., iſt auch 
normal zur Beruͤhrungsſtelle P der Curve, weil die Tangente die Richtung 
Fig. 37. 














diefer Stelle angiebt. Das Stud PK diefer Linie vom Berührungs: 
punkte P bis Abfeiffenare, heißt Normale ſchlechtweg, und die Projec: 
tion MK deffelben in der Abfeiffenare Subnormale. Für die legtere 
hat man, da der Winkel MPK dem Tangentenwintel PTM = « glei) 
tt, MK = MP. tang.a, dal: 


Subnormale = ytang.a = y 24, 


3. B. für die Parabel, wo 2? = pr, al dy= — iſt, 


Subnormale = y = = 5 alfo conftant. 





— 
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Ereichtet man ferner in einem zweiten, dem P unendlich nahen Punkte 
Q eine andere Normallinie QC, fo erhält man in dem Durchſchnitts⸗ 
punfte ( zmwifchen beiden ein Centrum für einen durch beide Berührungss 
punkte P und Q zu befchreibenden Kreis, den fogenannten Krüm: 
mungsfreis, und es find die Stüde CP und CQ der Normallinien 
die Halbmeffer diefes Kreifes oder die fogenannten Krtümmungshalb- 
meffer. Sedenfalls ift diefer Kreis derjenige unter allen dur; P und Q 
zu legenden Kreifen, welcher fich am meiften an das Gurvenelement PQ 
anfchmiegt, und deshalb anzunehmen, daß fein Bogen PQ mit dem Cur- 
venelemente PO zufammenfalle. 

Bezeichnen wir den Krümmungshalbmefir COP—= CQ duch r, den 
Gurvenbogen AP dur s, alfo fein Element PQ durch ds, und den 
Tangentenwinkel oder Bogen von PTM duch a, alfo fein Element 
SUM — STM, 2. i. — UST=—PCQ, durch de, fo haben wir 
einfah, da PO —= CP. Bog. des Winkels PCQ if, ds= — rde, 


und folglich den Krümmungshalbmeffer r = — = 

Gewöhnlich läßt fich & nur mittels der Coordinatengleichung beftimmen, 
: dy ; da 
indem man fest fang.e = 7. Nun ift aber noh dtang.a= — 


dx 
und cosſs. —= Te daher hat man 


er R 
da = cos.a? . d tang. « = * . d tang. «, und 


ds? 
dr d tang. d 

Durch Umkehrung diefer Formeln kann man auch wohl die Curve felbft 
rectificiren, alfo s felbft finden. 

Für die Coordinaten AO = um OC— v des Krümmungsmit: 
telpunftes C hat man 

u=AM+ HC=x+ (CPsm CPA,». i. 
u=x + r sin. «, fo wie 

v=00C=MP— HP=y-— CP.osÜPH,». i. 
v=y-—Tr cos... 

Die ftetige Folge der Krümmungsmittelpunfte giebt eine Curve, welche 
die Evolute von AP genannt wird, und deren Lauf durch die Coordi- 
naten u und v beftimmt wird. 

$. 28. Viele Funktionen, welche in der Anwendung auf die Prarts 
vorkommen, laffen fi) aus den oben Eennen gelernten Hauptfunftionen 
I ge — e” und Yy=sn.X,Yy— 008. & u. f. w. zufammen: 
fegen, und find daher auch die Eigenfchaften, entfprechend der Zangenten= 


ie 
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tage, Quadratur, Krümmungshalbmeffer u. f. w. leicht mit Hülfe der vor: 
ftehenden Lehren aufzufuchen, fo mie auch die entfprechenden Curven zu con= 
fteuiten, wie folgendes Beifpiel zeigen wird. 

ig. 38. Die Gleichung fei 


3 
ee (2-1) = = — a2, 


Für fie ift dy—= (® — 2x) de, folglich 


3 dı £ 
lang. —= 22? —2x, daher die Tan: 










gente der Abfeiffenare parallel, für °—=27, 
d. i. & — O und — 2, ferner if 
d tanq.a = 2(0—1) dx, und daher für 
sei wyaey-1=—% en 
Wendepunkt. Ferner ift noch 
ds? = da? + (0 —2x)?d a? 
= [1 + (2 — 20)2] dı?, 
und daher der Krümmungshalbmeffer der 
— „R 2_9,212]% 
| 1 +(@—20)?]’? — 


Curve: — — Fan) ’ 


fr =, = mel, 
es ro, ta=ed, r=—YV,0=3, 
lr—= — 7,905 u. f. w. 

Die entfprechende Curve führt Fig. 38. 
vor Augen. Es ift XX die Abſeiſſen⸗ 
und FF die Drdinatenare, A aber der An- 
fangs⸗ oder Nullpunkt. Durch diefen geht 
nicht nur die Curve KAP, melde ber 


3 
Gleichung yı = = entfpricht, fondern auch 
die Cure ZAQ, welche der Gleichung 


263 
2 ⸗— 0 angehört. Da y= za 


fo findet man einen Punkt A der Curve, 
melcher diefer Gleichung entfpriht, wenn 
man y2MO von y„—=NP abzieht, alfo 
NR=NP-NO macht. Dies an vielen 
Stellen ausgeführt, erhält man die gefuchte 

Curve SAWMOR, welche bei W einen 
Mendungspunft hat, * A und O die Abfeiffenare trifft, und bei A und 
M parallel mit diefer Are läuft. 
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Art. 29. Wenn für eine Funktion y= «u + Pv eine Reihe von 
zufammengehörigen Werthen der Variablen u, v und / durch Beobachtung 
oder Meffung gefunden worden find, fo kann man nad) denjenigen Merthen 
der Gonftanten a und ß fragen, welche von den Eleinen zufälligen und un⸗ 
regelmäßigen Beobachtungs⸗- oder Meffungsfehlern möglichft befreit find 
und daher auch den Zufammenhang zwiſchen den Größen u, v und y, wo: 
von u und v auch bekannte Funktionen einer und derfelben Variablen x 
bedeuten Eönnen, möglichft genau ausdrüden. Unter allen Regeln, welche 
man zue Beantwortung dieſer Frage, d. i. zur Ausmittelung der möglich 
oder wahrfcheinlich richtigften Werthe der Conftanten anwendet, ift die fo 
genannte Methode der Eleinften Quadrate die allgemeinfte und 
wiffenfchaftlich begruͤndetſte. 


Up dp Yı 

Up Ua Ya 

Up ©y Ya 
Sind .( diie ber Sunktion y=au + vo entfpres 
| Un, Un, Un 
chenden Refultate der Beobachtung, fo hat man für die Beobachtunge- 
fehler und deren Quadrate folgende Werthe: 


zz =y— (eu + Pv) 
2 =Y — (ww + P%) 
2 = Yy — (0 + PV;) 
i i ; . und 


Zn = Ym — (au +Pß%) 
22 = yPr— !auy — 2Puyı + @uR + 2apu,v, + Prvr? 


22 = YyRr— 2a UgYya — 2 Po ya + u? + 2a ßusv; + Prv? 
22 = ya? — 20 u Yy— IB dzYz + u? + 2aßuzd; + Pros 


= Yn 22 AU, Ym— 2 Bon Ym + un * 20 U, 62 v2 


und erhält nun für die Summe der Fehlerquadrate, wenn man fic) der 
Abkürzung wegen des Summationszeihens I bedient, um eine Summation 
gar 
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gleichartiger Größen anzuzeigen, alfo yr+Yyr + y2+.. +? =), 
vyı + voya + day t + 9m Yn = Zloy) feßt, u. fi w. 
2(2)—= Z(y?)-2e Zuy)-2B&(vy)+arI (u) +20 (uv)+Pr2 (v2). 
In diefer Gleichung find natürlich außer der als Abhängigvariablen zu 
behandelnden Sehlerquadratfumme (2?) nur die hier als Urvariabele anzu: 
fehenden Gonftanten & und B der Funktion y—= «u + Bv unbekannt. 
Die Methode der Eleinften Quadrate fordert nun, ſowohl & als auch 6 fo 
zu mählen, daß die Quadratfumme I (22) zum Minimum werde, und des- 
halb müffen wir die gewonnene Funktion für I(z?) ein Mal in Beziehung 
auf & und ein Mal in Beziehung auf 4 differenziiren, und jeden der fich 
herausftelfenden Differenzialquotienten von (2?) gleich Null fegen. Da— 
durch ſtoͤßt man auf folgende zwei Beftimmungsgleichungen für & und 6 
— Z(uy) + e&Z(u?) + B&(uv) =, 
— 29) + PZ(wW) + «eZ(uv) = 0; 
deren Auflöfung auf folgende Ausdrüde führt: 
— 23(0) Z(uy) — &(uv) (0 y) 
Zw) (02) — Z(uv) Z(uv) 
Zu) 2 y)— 3(uv) 3 (uy) 
—— 2 (u?) &(02) — Z(uv)&(uv)' 
Diefe Formeln gehen für eine Funktion y—= «+Pv, da hier u = 1, 
alſo zw) —= (lo), Zuy)—=&(y)um&(w) = 1+14+1+..=n, 
d. i. die Anzahl der Gleichungen oder Beobachtungen ift, in folgende über: 
— 2 (0) Z(y) — Zw) Z(vy) 
9230) — ZwW)2EWw) ' 
.nZwy) — ZW) 
—— — Zw) 
Für die noch einfachere Funktion y —= 60, wo «a — Null iſt erhält man 
_ Z(vy) 
= 202) 
und endlich für den einfachften Fall y = «, wo es ſich alfo um die Aus: 
mittelung des mwahrfcheinlichften Werthes einer einzigen Größe handelt, ift 
_2W 
Fr 
alfo diefer Werth das arithmetifche Mittel aus allen durch Meſſung oder 
Beobachtung gefundenen Werthen. 
Beifpiel. Um das Geſetz einer gleichförmig befehleunigten Bewegung, d. i. 
deren Anfangsgeſchwindigkeit e und Befchleunigungsmaaß p kennen zu lernen, hat 


man die verfchtedenen Zeiten £&,, &,, & u. f. w. entfprechenden Räume sı, so, ss 
u. f. m. gemefjen, und dabei Folgendes gefunden: 


und 


(Bgl.Ingenieur, ©.131.) 





> 


& 
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Seiten: 0 | 1 | 3 | 5 | R | o 


Räume: | 0 








5 101 Fuß. 








20 | 38 Iso 





= 5 
Stnuns=cti+ — das dieſer Bewegung zu Grunde liegende Bewegungs⸗ 


geſetz, fo Handelt es ſich um die Ermittelung der Conſtanten ce und p. Setzt 
man in die obigen Formeln v= td » = #, ſowie ae — c, = En und 
y = s, fo erhält man zur Berechnung von e und p folgende Formeln: 


_ ZÜN)E(st) — Z()E (st?) 








EINEN 
pP _ ZW) — Z(W)E(sl 
27 EEE 
wonach fich folgende Rechnung führen läßt. 
Be zu ua u na Eee ee ee 
- 
t | ie | a v | s | st | she 
N une ne 
1 1 1 1 5 Si) 5 
3 9 27 81 20 60 180 
5 25 125 625 38 190 950 
7 49 343 2401 58,3 409,5 2866,5 
10 100 1000 10000 101 1010 10100 
Eimmen 184 1496 13108 222,5 1674,5 | 14101,5 
— 2mM)| = z(e)| = 2) | = 26) | = Zlst)| =). 


I 
Hieraus beftimmt fich 
13108. 1674,5 — 1496. 14101,5 85340 





— 4,908 Fuß und 


e·— 17386 
181.14101,5 — 1496..1674,5 __ 89624 
1 er: r — — 
RP 184. 13108 — 1296. 1496 Trasso — 09155 Sub, 


und daher folgende Formel für die beobachtete Bewegung 
s = 4,%8t + 0,5155 . #?. 
Nach diefer Formel hat man 











für die Zeiten: | 0 1 | 3 | 5 7 | 10 Sec. 
N a En ee 
die Räume: | 0 | 5,43 11030 EZ | 59,62 10003 Fuß. 
| | 


.‚. 











Seite 115 Zeile 13 von unten, flatt: a 9 = 0, a 





Berbefferungen 


in folgenden Schriften des Verfaffers: 


1. Im Ingenieur. 


2. In der Ingenieur-— 


» 


® — 9, wenn a>1 und 
a? — mw, wenn aA if. 


11 u. 10 von unten, ftatt: bei Fa Grundzahl gleich Null, bei 


einer Grundzahl über Eins gleich Null, 
und bei einer Grundzahl unter Eins 
gleich Unendlich. 


2 von Se ſtatt: uk Reihen. 


» 


» 
» 

» 
unten, 
» 

» 

oben, 
» 
unten, 


» 


oben, 


» 

» 
oben, 

» 

» 
unten, 
» 

» 
oben, 
unten, 


» 


oben, 
» 
unten, 
» 
oben, 
» 
unten, 
oben, 
unten, 
oben, 


» 


» 


OP, P,OP.. 

B—, T—Tı: 
alfe, ſoll affo. 
2ptcos.A, 2cpicos.A. 
sin.d, 008.4. 
cos. , sin.&. 
brennt man durch, geben. 
2sin.d, sin.d. 
Y,0cotg.d, Qcoig.d. 
Drud, Gewichte, 
Pl, Pl2. 


men: 


und Mafchinenmechanit, Band I. 
Seite u geile 3 von unten, ftatt: als, als den. 


» 
» 


gefeßster mac, ale materielle. 
Summe 3 Be. 4 Pro. 

— V, 

— Sus, — — 

mal, mal den. 

p.fixed, fixed p. 

p. moveable, moveablep. 

fCsin.e, Gsin.o. 

H R, HK. 


einen, einem. 
ex, et. 


Führug, Führung. 
D, CD. 


die, den. 

CK, CH. 

Fhy, 2Fhy (&.1l., $. 146). 
Gomogen, homogen. 

0,00267, 0,00367. 

eine, um eine. 


E: Seite 442 Beile 3, 11, 14, 16, 19 von oben, fattı I, ——. 
i » 452 » en von unten, ftatt: 13 — 3,084,7, 133,0 — 847. 
i » 479 » » » » u u Se ftreichen. 
—— a 
» .496 » 2 » oben, » F’ ” ei 
» » — Kt (0, +95?) 
534 18 u. f. w. von oben, ftatt: 2 —hh—u — 
3 2 2 
; = = 25 — 5, sin. &y Be} —* 
(— us)» ?—2gs, sin. 
— daher u, = — — — 
1— up, M)Uı?— 29 Pı rı sin. @, 
= —!m%M: 
va 1 +4 Fı r, j 


3. In der Ingenieur und Mafchinenmechanif, Bam IL, 
Seite a Zeile 2 von unten, ftatt: gewlöbter, gewölbter. 


» » >» nben, meR YE0E0: 3 
» » » » » » »  2sin.d, sin. d, und 
# »» » » » » » » Eh Q, Q. 
zul en » » (64-6 — O)sin.e, Ke+ G,) sin.e—Q)]. 
» » » 11° » — Sin.«, fr. 
Pe rt er » » — das Daffer, es das Rad. 
» 220 » 14 » unten, » — (0-0); ag Q;- 
» » » 13 °’» » » — — 
» 248.» Lin —— — c?+2gh.. 
» » » 8 » » > ce? +29 hi: 
ee N » iR 25, h, zu — 
te — iſt eh zu ſtreichen. 
Ba ee 
30812 SA, Du oben, :» gefätvertuf, Gefällverluft. 
ee unten, Dr the, Det 
| » = » “ a oden,. » (0 m 20 und 80. 
— » » N » » » 


40, 
» 113 » 9 » unten, » den Wind, die Luft. 
— AR AOL oben, » »a»» Du an 2» 
» » » 20 » » » » 3 »» 1, » 1 »» 3. 


» » » 1 » » » » 3 »> a2», »» m» 3, 
» 448 » — » » Volumen, Drucke. 
» » Drucke, Volumen. 


»  Drude, Gewichte, 
» » » 40, 8 » » 0,276, 0,267. 


0 ad nn 5 A = 


2 


* 
De Np— a 
ee Br SEE TR 


Ä 2» 2 r — . — — in). 
i » » » 410 » unten, ift Fs am Ende zu fireichen. 
Sl oe De » Statt Schmidt, Holkmann. 
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